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Ensinar nao € transferir conhecimento,
mas criar possibilidades
para a sua prépria producdo ou a sua construcaéo. (Paulo Freire)
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O livro da natureza estd escrito em linguagem matemdatica e somente pode
entendé-lo quem aprende essa linguagem. (Galileu Galilei)

Essa frase é uma sintetizagao livre do seguinte trecho de "Il Saggiatore”:

“La filosofia & scritta in questo grandissimo libro che continuamente ci sta aperto innanzi a
gli occhi (io dico I'universo, ma non si pud intendere se prima non s’impara a intender la
lingua, e conoscer i caratteri, ne’ quali & scritto. Egli & scritto in lingua matematica, e i
caratteri sono triangoli, cerchi, ed altre figure geometriche, senza i quali mezzi & impossibile
a intendere umanamente parola; senza questi € um aggirarse vanamente per un’oscuro
laberinto.”)

“A filosofia (isto é, a ciéncia) estd escrita neste grandissimo livro que, continuamente, estd
aberto diante de nossos olhos (eu quero dizer o universo), mas que néo se pode entender se
ndo se aprende a entender a lingua, e a conhecer os caracteres, nos quais estd escrito. Ele é
escrito em lingua matemadtica, e os caracteres sdo os tridngulos, circulos, e outras figuras
geométricas, sem cujos meios é humanamente impossivel entender uma sé palavra; sem esses
é um vao caminhar por um obscuro labirinto.”

(trad. de Henrique Fleming em http://www.hfleming.com/confgal2.html)

Hoje, além dos tridngulos, circulos e outras figuras geométricas, poderiamos
acrescentar os grupos, os espacgos de Hilbert, as variedades...
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Resumo do minicurso

As teorias fisicas usam uma enorme quantidade de estruturas matematicas. Elas
proporcionam a linguagem natural nao somente para formular essas teorias, com suas
definicoes, teoremas e métodos de cdlculo, como também para bem compreendé-las. O
primeiro passo para usar essas estruturas consiste em entender suas defini¢ées e relagées com
os conceitos fisicos. Essas informagoes costumam estar espalhadas em uma enorme
bibliografia e ndo costumam aparecer logo nas primeira paginas de cada livro. Dai a possivel
utilidade de um apanhado geral e panoramico dessas informacoes antes de atacar o estudo
detalhado e operativo de cada estrutura. Pretendemos apresentar as ideias, as defini¢bes
bésicas e suas relagoes com os conceitos fisicos de algumas poucas estruturas matematicas
de grande uso na Fisica. Iniciamos com os conceitos matematicos mais béasicos para
entendé-las, e abordamos no espirito descrito as estruturas de grupo, anel, corpo, espago
vetorial, dlgebras associativas e de Lie; espago topoldgico, espago métrico, variedades e

grupos de Lie; espaco de Banach e espago de Hilbert.

(UFRJ) Estruturas matemaéaticas 3 de Agosto de 2015 3/ 78



Toépicos

1 Conjuntos.

2 Relagoes e fungoes.

3 Indexacoes.

4 Relagoes de equivaléncia.

5 Grupos.

6 Anéis e corpos.

7 Espacos vetoriais.

8 Subespacos e bases vetoriais.
9 Transformagoes lineares.

10 Espacos topoldgicos.

11 Espagos métricos.

12 Espagos de Banach.

13 Espacos de Hilbert.

14 Variedades diferencidveis.

(UFRJ) Estruturas matemaéaticas 3 de Agosto de 2015 4 /78



1. Conjuntos

1.1 Conceitos primitivos: elemento (ou ponto), conjunto e pertinéncia;
reA. (1)

que se lé, x pertence a A ou A subentende x.

NB: ~(z € A) <=z ¢ A.
Existe conjunto vazio: para qualquer elemento x, = ¢ &.

1.2 A=B <

reAsrzeB. (2)
1.2.1 Propriedades
(1)) A=A ()
(ii) A=B=B=A (4)
(iti) A=B e B=C= A=C, (5)
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1.3ACB :+—
reEA=zr€eB. (6)

NB: Para qualquer conjunto A, @ C A.
1.3.1 Propriedades

(i) ACA (7)
(i) ACB e BCA= A=B
(7it) ACB e BCC=ACC.

—~
O 0o
~— ~—

NB: Em geral, (i¢) é método simples de demonstrar A = B.
1.3.2 AC Be A+# B <: A estd propriamente contido em B <=: A é
subconjunto préprio de B.

1.4 Para cada conjunto A, exite um tnico conjunto P(A) cujos elementos sao
todos os subconjuntos de A; P(A) é chamado conjunto poténcia de A.
NB: g, A € P(A).
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1.5 Um conjunto fica definido se, e somente se, para qualquer x podemos
estabelecer se z é ou nao elemento do conjunto. Podemos definir um conjunto
por meio de uma expressao proposicional: conjunto dos elementos = tais que
Prop(zx) é verdadeira,

{z| Prop(z)} . (10)

1.5.1 Usamos expressoes proposicionais que pressupoe um conjunto I' no qual
estao todos os elementos usados para definir os conjuntos em estudo.

1.6 Uniao dos conjuntos A e B é o conjunto

AUB:={zel'|z€Aouzx € B}. (11)
1.7 Intersecao de A e B é o conjunto

AnNB:={zel|z€Aex e B}. (12)

1.7.1 Se AN B = @ dizemos que A e B sao conjuntos disjuntos.
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1.8 Propriedades
(i) ADBCACAUB, (13)
(Zl) A1CA€_31CB:>A1U31CAUBeAlﬁBlCAﬁB.(]A)

1.9 Propriedades
(1) AUA=A, AnA=A, (15)
(1i) AUB=BUA, ANnB=BNA, (16)
(iii) (AUB)UC=AU(BUQC),(ANB)NC=ANn(BNC), (17)
(iv) AUBNC)=(AUB)N(AUC)
e AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC). (18)

1.10 Diferencga entre o conjunto A e o conjunto B é o conjunto
A\B:={zeTl|zecAex ¢ B}. (19)
1.11 Se B C A definimos complemento de B em A como sendo o conjunto
(‘B:= A\ B. (20)
1.11.1 CB :=C"B.

(UFRJ) Estruturas matemdticas 3 de Agosto de 2015 8/ 78



1.12 Par ordenado constituido pelos elementos a e b é o conjunto

(a,0) := {{a,b},{a}}; (21)
a é dito o primeiro elemento do par e b, o segundo elemento do par.
NB: Se a # b, (a,b) # (b,a), embora {a,b} = {b,a}.

1.12.1 Propriedade essencial dos pares ordenados:
(a,b)=(z,y) & a=z e b=y. (22)
1.13 Produto cartesiano dos conjuntos A e B é o conjunto
Ax B:={(a,b)|ac Aebec B}.
1.14 Propriedades  (;) A x (BUC)=(Ax B)U(AxC),
(i) Ax(BNC)=(AxB)N(AxC),
(#i1) Ax (B\C)=(AxB)\(4Ax0C).
1.15 Trinca ordenada (a,b; ¢) dos elementos a, b e ¢ é o conjunto
(a,b;¢) := ((a,b),c) . (27)
1.15.1 Propriedade essencial:

(a.bi0) = (,y;2) & a=x, b=y e c=z, (28)
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2. Relacoes e funcoes

2.1 Uma relagao R é uma trinca (D, C;G) na qual D e C sdo conjuntos e
GcDxC.

2.1.1 Dizemos que:

R é uma relagdo do conjunto D com o conjunto C;

D é o dominio da relagao;

C é o contradominio da relacao;

G é o grafico da relacao.

2.1.2 Se (z,y) € G dizemos que R relaciona z com y e escrevemos rRy.
2.1.3 Se C' = D dizemos que R = (D, D; G) é uma relagao no conjunto D.
NB: Os relatérios de experimentos em laboratério tem geralmente a
forma de relagoes: D e C sao quantidades disponibilizadas pelos aparatos e
instrumentos experimentais, ou quantidades possiveis de se obter como
resultados das medigoes, e G é um grafico ou tabela que expressa a correlagao
encontrada entre quantidades de D e de C. Por exemplo, D sao as voltagens
disponiveis para aplicar em resistores, C' as possiveis correntes elétricas em
resitores e G os pares constituidos pelas voltagens aplicadas em um dado
resitor e as respectivas correntes resultantes.
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2.2 Funcao.

Funcao é uma relacao que relaciona cada elemento de seu dominio
com um tnico elemento de seu contradominio.

2.2.1 As palavras-chave na defini¢ao de funcao sao “cada”e “Unico”; uma
funcéo relaciona “cada”elemento de um conjunto com um “dnico” elemento de
outro conjunto (que pode ser igual ao primeiro).

2.3 Para indicar que uma fungao f = (D, C,G) tem dominio D e
contradominio C, escrevemos

f:D—C (29)

Para indicar que (z,y) pertence ao grafico G da fungao, ndo é comum usar as
expressoes (x,y) € G ou zfy, mas escrever

frar—uy (30)

ouy = f(x) (também sem parénteses: y = fx).
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2.3.1 Escrevemos (29) e (30) juntos, na forma f: D — C : . — y ou na
forma

f:D—C

(31)
Ty,

2.3.2 Dizemos que f: é uma fungdo de D em C; leva ou transforma ou

aplica ou mapeia D em C; age em D e assume valores em C.

2.3.3 Dizemos que: y é o valor de f em z; y é a imagem de = por meio, ou

através, de f; f leva ou transforma ou aplica ou mapeia = em y, ou ainda,

que f age em z e o transforma em y.

2.3.4 Fungoes também sdo chamadas: aplicagoes, mapas, transformacoes,

operadores, operagoes, indexacoes, permutagoes, projegoes, formas, funcionais,

etc.

2.3.5 Outras notagoes e nomenclaturas para fungoes serao apresentadas

oportunamente.

2.4 O conjunto de todas as fungdes de um conjunto A em um conjunto B é
denotado por BA.
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NB: O conceito de fungao é de importancia fundamental em matematica e
também em fisica. Em fisica ela é uma ferramenta conceitual perfeita na
descricao de fenémenos e principalmente no enunciado de leis que, de um
modo geral, associam univocamente um fenémeno a outro; exemplos notaveis
sao as leis de movimento da MC e da MQ.

2.5 Duas fungbes f1 = (D1,C1;G1) e fo = (D2, Co; G2) sdo iguais se, e
somente se, D1 = Dy, Ch7 = C3 e G1 = Gs.

2.5.1 Asseguradas as igualdades respectivas dos dominios e contradominios, a
igualdade dos graficos é equivalente a expressao

fi(x) = fa(x) para todo x (32)
no dominio comum de f; e fs.

2.6 Imagem de uma funcgao é o conjunto dos elementos do contradominio
que sao imagens de elementos do dominio D.
2.6.1 Seim f é aimagem de f: D — C,

imf={yeCly=f(x),zeD}. (33)

(UFRJ) Estruturas matemdticas 3 de Agosto de 2015 13 / 78



2.6.2 Imagem através de f de um subconjunto A do dominio D é o conjunto
fA) :={yeCly=f(z), zeA}. (34)

2.6.3 E 6bvio que A € D = f(A) c Ceque f(D)=im f.

2.7 Pré-imagem através de f de um subconjunto B do contradominio C' é o

conjunto
f7U(B) :=={z € D|f(x) € B} . (35)

2.7.1 E ébvio que B C C = f~1(B) C D (naturalmente, f~1(B) = & se
BN f(D)=g)eque f71(C)=D.

2.8 f: D — (C é dita injetora se para quaisquer z1 e 2 em D,
z1 # x2 = f(21) # f(22) (36)

o que é equivalente a f(z1) = f(z2) = z1 = 2.

2.9 f: D — C é dita sobrejetora se im f for igual ao seu contradominio,
f(D)=0C, (37)
i.e., todo elemento do contradominio é imagem de um elemento do dominio.
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NB: Fungoes sobrejetoras sao usadas na descrigao de processos em que pode
haver perda de informacao, como nas medigoes em MQ.

2.10 f: D — C é dita bijetora se for injetora e sobrejetora.

2.10.1 Se f: D — C é bijetora, entao existe uma, e somente uma, fungao
f1:C—Dtalquey = f(x) & x=f"1y).

2.10.2 f~! é chamada funcao inversa de f. Uma funcio que tem inversa é
dita invertivel.

2.10.3 A inversa de uma funcdo bijetora é bijetora e, além disso, (f~1)~! = f.

2.118e f: D — C e f1: D1 — C s@o tais que D1 C D e fi(z) = f(x) para
qualquer z em D1, dizemos que f; é restrigao de f, do dominio D para o Dy,
e denotamos a restri¢ao pelo simbolo f|D;.

2.11.1 Se f; é restricao de f, dizemos que f é uma extensao de fi, do
dominio D; para o D.

2.12Se f:D—Ce fi: Dy — Cysaotaisque D1 C D,C; CCe

fi(x) = f(x) para qualquer x em Dj, dizemos que f; é uma abreviagao de f,
do dominio D para o D; e do contradominio C' para o C; denotamos a
abreviagao pelo simbolo f|(Dy,Ch).

NB: Em qualquer abreviagao é necessério que f(D;) C C1.
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2.12.1 Se f; é abreviacao de f, podemos dizer que f é uma ampliagao de fi,
do dominio Dy para o D e do contradominio C para o C.

2.12.2 A abreviagao f|(D, f(D)): D — f(D) de qualquer fun¢ao

f D — C é uma funcao sobrejetora.

2.13 Sejam f1 : X1 — Y1 e fo: Xo — Ys. Se Y7 C X5, definimos fungao
composta de fy e f1 como sendo a fungao foo f1: X1 —Ya: 2 — fo(f1(x)).
2.13.1 Dadas as fungoes f, g e h, se as fungdes compostas fog, (fog)oh,
gohe fo(goh) existirem, entdo (fog)oh = fo(goh).

2.14 Funcao identidade em um conjunto X é a fungao

dy: X — X :2x+— 2.

2.14.1 Funcao inclusao de um subconjunto A de X no conjunto X é a funcao
iag:A— X 2+ 2.

2.14.2 i4 injeta A em X e idx|A =ia.

2.15 (i) para qualquer f: X — Y, idy o f = f = foid x;

(ii) se f: X — Y é bijetora, flof=idx e fof t=idy.

2.15.1 Sejam f: X — Y eg:Y — X; entdo: g = f~ ! se, e somente se,
gof=idxe fog=idy.

2.15.2Sejam g: X — Y e f:Y — Z; se existem f~! e g~!, entdo,
também existe (fog) te(fog) t=g tof L
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3. Indexacoes

3.1 Se f é uma fungdo de X em Y, dizemos que o conjunto imagem f(X) é
indexado pelos elementos de X por meio da fungao f.

3.1.1 Dizemos que: f é uma indexagao de f(X); X é o conjunto indexador
do conjunto f(X) por meio da funcdo f; x é o indice do elemento y se

y = f(x) e escrevemos f;, ou f* no lugar de f(x).

3.1.2 Dizemos que um conjunto S é indexado pela fungao f se S = f(X), e
escrevemos S = {f, |z € X}.

3.2 Seqiiéncia é uma funcao com imagem indexada por algum subconjunto
dos niimeros inteiros Z.

3.2.1 Se 2, ={1,2,...,n}, uma funcado sobrejetora a : Z,, — A é uma
sequéncia e A é indexado por Z,: A = {a1,a2,...,an}.

3.2.2 Se Z~ é o conjunto dos inteiros positivos, uma funcao sobrejetora
b:Z~ — B é uma sequéncia e B é indexado por Z-:

B = {bl|l € Z>} = {bl,bg,...}.

3.2.3 Progressoes aritmética e geométrica sao exemplos de sequéncias,
indexadas por Z,,, ou por Z-, ou por N.

3.2.4 Matrizes sao fungoes com dominio 2, x Z,.

(UFRJ) Estruturas matemdticas 3 de Agosto de 2015 17 / 78



NB: Em Mecéanica Analitica, um sistema com espaco de configuragoes de
dimensao n tem suas coordenadas generalizadas indexadas por

q:Z, — R:i— g;. Una corda ideal tensa, de extremidades fixas e
comprimento natural a, que na situacao de equilibrio se encontra no intervalo
[0;a] = {z € R|0 <z < a} de um eixo coordenado OX, tem seus
deslocamentos transversos indexados por w:[0;a] — R: 2 + u,. Os estados de
um campo no espago fisico, tal como o campo eletromagnético, sao descritos
por funcdes do tipo ¢ : R® — R: x + ¢(x); é instrutivo encaré-las como
fungbes indexadoras e escrever ¢y 1= @(x).

3.3 Se a e b sdo elementos de um conjunto A, a seqiiéncia de dominio Zs
definida por : Z5 — A : 1+ a: 2 — b tem gréafico {(1,a),(2,b)}, que
denotamos por ((a,b)).

3.3.1 Sejam dois gréficos de sequéncias de dominio Zs,

(a,b) :={(1,a),(2,0)} e (z,v) :={(1,2),(2,y)}. Vale a propriedade
(a,0) =(z,y) & a=z e b=y. (38)

a ser comparada com (22).
3.3.2 Por abuso de linguagem, chamamos também ((a, b)) de par ordenado e
usamos também para ele o simbolo (a, b).
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3.4 Seja um conjunto nao-vazio A. O gréfico da seqliéncia : Z,, — A: i +— a; é

chamado n-upla ordenada de elementos de A e denotado por (a1, as,...,a,).
3.4.1 Para quaisquer n-uplas (a1, as,...,a,) € (T1,Za,...,Ty),
(a1,a9,...,a,) = (T1,Z2, ..., Tp) < a1 =21, G2 =T, ..., 0 = Ty . (39)

3.5 Produto cartesiano A; x Az x ... x A, ((n € Z>)) dos conjuntos Ay,
Aa, ..., A, é 0 conjunto de todas as n-uplas (a1, as, ..., a,), tais que a; € A;
(i=1,2,....n),

Ar x Ag x ... x Ay = {(a1,a2,...,an) a1 € Ay,a3 € Ag,...,a, € Ap} . (40)
35.18e A;=A(i=1,2,...,n), escrevemos A; X Ay X ... X A, = A™.

3.6 Uma familia de conjuntos é um conjunto de conjuntos. Seja F uma
familia de conjuntos indexada pelo conjunto A por meio da fungdo sobrejetora
A, F={Aq|a € A}.

3.7 Seja uma familia {A, |« € A} de subconjuntos de um conjunto I
3.7.1 Uniao dos conjuntos da familia é o conjunto (J,. 4 Aa dos
elementos de I" que pertencem a pelo menos um dos conjuntos da familia,

S UAa<:> x € A, paraalgum a € A. (41)
acA
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3.7.2 Intersegao dos conjuntos da familia é o conjunto (1, 4 Aa dos
elementos de I" que pertencem a todos os conjuntos da familia,

z€ () Aae x€ A, paratodo o€ A. (42)
acA
3.7.3 Produto Cartesiano dos conjuntos de uma familia {A, |a € A} é
o conjunto [ [, 4 Ao dos graficos de todas as fungoes
p:A—)UAa | pla) € Ay paratodo a € A. (43)

acA

3.7.4 Para familias que tem um namero finito de conjuntos, essas definigoes
de uniao, interse¢ao e produto cartesiano se reduzem as prévias.

3.8 Axioma da Escolha. Se A, # @ para todo o € A, entdo [[,c 4 Aa # 9.

3.9 Particao de um conjunto A é uma familia de subconjuntos de A,
disjuntos e nao-vazios, cuja uniao é A.
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4. Relacoes de equivaléncia

4.1 Uma relagio R em um conjunto ndo-vazio A é dita uma relagao de
equivaléncia em A se, para quaisquer elementos z, y € z em A, valem as
propriedades ditas reflexiva, simétrica e transitiva, respectivamente,

~1) 2Rz , (44)
~2) 2Ry = yRx , (45)
~3) zRy e yRz = 2Rz . (46)

4.1.1 Se xRy, escrevemos x ~r y e dizemos que = é R-equivalente a y ou,
resumidamente, escrevemos x ~ y e dizemos que x é equivalente a y. Também
é comum escrever =y (mod R), que se 1é: = é igual a y médulo R.

4.1.2 Um exemplo familiar de relacao de equivaléncia é a de semelhanga de
fragoes, a relacdo sem definida em Z x Z* por (m,n) sem (p,q) <= mq=np
(para quaisquer (m,n) e (p,q) em Z x Z*).

4.2 Classe de R-equivaléncia em A gerada por a € A é, por defini¢éo, o
subconjunto (a]g dos elementos de A que sdo R-equivalentes a a,

(alr :=={x € A|zRa} . (47)
Escrevemos abreviadamente (a] no lugar de (a|g.
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4.2.1 Seja R uma relagdo de equivaléncia em um conjunto A nao-vazio. Entao,
(i) cada elemento de A pertence a classe que gera,;

(i) nenhuma das classes de equivaléncia é vazia,

(#i) a unido de todas elas é o préprio conjunto A;

(iv) cada elemento de A gera somente uma classe de equivaléncia;

(v) se um elemento de A pertence a uma classe de equivaléncia, ele gera essa
classe;

(vi) dois elementos de A geram a mesma classe de equivaléncia se, e somente
se, ambos pertencem a essa classe, isto €, se sao equivalentes;

(vii) classes de equivaléncia distintas sao disjuntas.

4.2.2 Qualquer elemento de uma classe de equivaléncia determina
univocamente a classe e é chamado um representativo da classe.

4.3 O conjunto de todas as classes de R-equivaléncia de A é chamado
quociente do conjunto A pela relagdo R e é denotado por A/R.

4.3.1 No exemplo dado em 4.1.2, Z x Z* /sem = Q, que é um resultado bem
conhecido da aritmética.
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4.4 Projecao de A em A/R é a funcao sobrejetora
7:A— A/R:x+— (2] . (48)

4.4.1 Se x e y sao diferentes em A, mas equivalentes, suas classes em A/R sdo
iguais: (z]r = (y]r. Nesse sentido dizemos que fazer a projegao i.e., tomar o
quociente, identifica os elementos equivalentes e escrevemos x = y no lugar
de (z]r = (y]=-

4.4.2 Toda relagao de equivaléncia em um conjunto gera nele uma particao
constituida pelas suas classes de equivaléncia. Toda particao de um conjunto
gera nele uma relacao de equivaléncia que consiste nos elementos estarem em
um mesmo subconjunto da partigao.
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5. Grupo

5.1 Grupo é um par (G, -) no qual G é um conjunto e - é uma operagao
:G x G — G: (a,b) — a- b que satisfaz as seguintes propriedades:

(G1) para quaisquer a, b e ¢c em G,

(a-b)y-c=a-(b-¢);

(G2) existe em G um elemento e tal que, para cada a em G,
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5.1.1 E comum chamar (i) a operagao, multiplicagao; (ii) o resultado,
produto; (iii) os elementos operados, fatores; (iv) o conjunto G munido da
operagdo, grupo; (v) apenas o conjunto G, por abuso de linguagem, grupo.
5.1.2 A propriedade (G1) é chamada associatividade da operagao; ela
permite escrever cada um de seus membros de sua igualdade na forma a - b - c.
5.1.3 Abreviamos produtos de um elemento a € G de acordo com :
a"=a-a-...-acomn fatoressen >2;a" =a"'-a"l-...-a"! com |n|
fatores se n < —2;a" =asen =1; a” = e se n = 0. Obtemos

a™-a" =a™™" (m,neZ). (49)

5.1.4 O elemento e com a propriedade (G2) é chamado elemento neutro da
multiplicagao ou identidade do grupo. Em um grupo hd um tnico elemento
neutro.

5.1.5 O elemento a~! da propriedade (G3) é chamado elemento inverso de
a. Cada elemento de um grupo possui um unico inverso no grupo.

5.1.6 A notagdo mais comum para indicar a operagao no grupo € a
justaposicao dos elementos: escrevemos ab, em vez de a - b.
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5.2 Um grupo G é dito comutativo, ou abeliano, se a-b =10-a para
quaisquer elementos a e b de G.

5.2.1 Se um grupo é comutativo, pode-se usar para ele a chamada notagao
aditiva, na qual a operagao é representada por + e chamada adicao; seu
resultado é chamado soma, e os elementos que sao operados, parcelas.
Escreve-se: (i) a + b para representar a operagao de a com b; (ii) —a para
representar o elemento inverso de a; (iii) b — a para representar a operacao
b+ (—a); (iv) na em vez de a™. A notagao aditiva jamais é usada se o grupo
nao é comutativo.

5.3 O conjunto dos nimeros inteiros munido da operagao usual de adigao de
inteiros é um grupo comutativo. O conjunto dos niimeros inteiros munido da
operacao usual de multiplicacao de inteiros nao é um grupo.

NB: A estrutura de grupo é extremamente importante em Fisica. Sao
exemplos notaveis de grupo na Fisica: os grupos constituidos por,
respectivamente, rotacgoes e translacoes; os grupos de Galileu, de Lorentz e de
Poincaré; os grupos de simetrias dos cristais e os de simetrias das particulas
elementares.
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6. Anel e corpo

6.1 Anel é uma trinca (4, +,-), na qual A é um conjunto, e +: Ax A — A
:(a,b)»a+be -:AxA— A:(a,b)— a-bsido duas operagdes tais que,
(Anl) para quaisquer a e bem A, a+b=b+a;
(An2) para quaisquer a, becem A, (a+b)+c=a+ (b+¢);
(An3) existe em A um elemento 0 tal que a+0=a,
qualquer que seja o elemento a de A;
(An4) para cada a em A existe em A um elemento —a tal que a+(—a) =0;
(Anb) para quaisquer a, becem A, (a-b)-c=a-(b-c);
(An6) existe em A um elemento 1 tal que a-1=1-a=a,
qualquer que seja o elemento a de A;
(An7) para quaisquer a, b e ¢ em A,
a-(b+c)=a-b+a-c e (a+b)-c=a-c+b-c.

6.1.1 (i) A operagdo + é chamada adi¢ao no anel, os elementos operados sdo
chamados parcelas e o resultado, soma. A operacgao - é chamada
multiplicacao no anel, os elementos operados sao chamados fatores e o
resultado, produto. (ii) Dizemos que o anel (4, +,+) é o conjunto A munido
das operagoes + e - ou, por abuso de linguagem, que é o conjunto A.
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6.1.2 O elemento 0 da propriedade (An3) é chamado elemento neutro da
adigao, ou zero do anel e o elemento 1 da propriedade (An6), elemento
neutro da multiplicagao, ou unidade do anel. O elemento —a em An4 é
chamado negativo de a (ou inverso aditivo de a).

6.1.3 Definimos diferenca entre os elementos a e b do anel, que denotamos por
a — b, como sendo o resultado da adi¢ao de a com o negativo de b,
a—b=a+ (-b).

6.1.4 Em um anel A: (i) hd um tdnico elemento neutro da adi¢do e um unico
elemento neutro da multiplicagao; (ii) cada elemento tem um tnico elemento
negativo; (iii) 0-a =0e (=1) - a = —a, para qualquer a € A4;

(iv) (—a)-b=a-(=b) = —(a-b), para quaisquer a,b € A.

6.2 Um anel A é chamado campo se, para cada a € A, a # 0, existir um
elemento a™! tal que a-a~ ! =a~'-a = 1; esse elemento a~! é chamado
inverso de a (ou inverso multiplicativo de a). Em um campo, cada elemento
tem apenas um inverso multiplicativo.

6.3 Um anel A é dito comutativo se também a multiplicagdo é comutativa,
isto é, se para quaisquer a,b € A, a-b="5b-a. O conjunto dos inteiros munido
das operagoes usuais de adicao e multiplicagao de inteiros é um anel
comutativo, mas nao é um campo.

(UFRJ) Estruturas matemdticas 3 de Agosto de 2015 28 / 78



6.4 Corpo é um campo comutativo, isto é, um anel comutativo no qual cada
elemento diferente de zero tem inverso multiplicativo. Explicitamente: corpo é
uma trinca (K, +,-) na qual K é um conjuntoe + : K x K — K e

-: K x K — K sao duas operacoes que satisfazem as propriedades:

(K1) para quaisquer « e S em K, a+8=0F+a;

(K2) para quaisquer o, B eyem K, (a+f8)+v=a+ (B+7);

(K3) existe em K um elemento 0 tal que «+ 0 = « , para qualquer @ em K;
(K4) para cada o em K existe em K um elemento —a tal que  a+(—a) =0;
(K5) para quaisquer c e fem K, a-f=0 «a;
(K6)
(K7)
(K8)

D U

K6) para quaisquer o, Seyem K, (a-8)-y=a-(8-7);

K7) existe em K um elemento 1 tal que 1-a = «a , para qualquer a em K ;
K8) para cada o € K, o # 0, existe o ' em K tal que «a-a~'= 1;

(K9) para quaisquer o, feyem K, a-(B+y)=a-B+a-v.

6.4.1 (i) Em geral, os elementos de um corpo sdo chamados ntimeros. (ii)
Em um corpo, usamos a notagao a/b := a - b~1. (iii) Por abuso de linguagem,
referimo-nos ao conjunto K como sendo o corpo.

6.4.2 Os exemplos mais comuns de corpo sao os nimeros racionais Q, os
nameros reais R e os nimeros complexos C.
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NB: (i) H4 conjuntos de operadores em MQ que tém a estrutura de anéis nao
comutativos. (ii) De um modo geral, consideramos em fisica que os resultados
de medidas s@o niimeros reais, i.e., elementos do corpo R. (iii) Os niimeros
complexos sdo essenciais na formulagao usual da MQ. (iv) Em célculos na
TQC é comum estender o tempo de R para C.
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7. Espaco vetorial

7.1 Um espago vetorial sobre K é uma quadra (V, (K, +,-), %, « ) na qual
V' é um conjunto, (K, +,-) é um corpo, ao passoque ¢ : VXV =V e

« : K xV =V sao duas operagoes que satisfazem as propriedades:
(V1) para quaisquer z eyem V, zdy=ybx

(V2) para quaisquer z,y e zem V, (z4y)®z=x+ (y+ 2);
(V3) existe em V um elemento 0 tal que, para todo z em V, z+ 0=
(V4) para cada = em V existe em V um elemento —x tal que x4 (
(V5) se 1 é a unidade em K, para qualquer x € V, lex =1z ;

(V6) para quaisquer a« e S em Ke z em V, a.(ﬁ.x) =(a-p)ex;

(V7) para quaisquer a e fem Kezem V, (a+pf)ex=aexzdfex;
(V8) para quaisquer a e Kez,y €V, «a.(z®y)=a.cda.y.

7.1.1 Os elementos de V sao chamados vetores e os elementos de K,
escalares ou numeros. A operacido 4 ¢é chamada adigao vetorial, seu
resultado, soma vetorial e os vetores somados, componentes vetoriais da
soma. A operagao  é chamada multiplicagcao de um escalar por um
vetor e seu resultado, produto do escalar pelo vetor em questao.

7.1.2 Se K = R dizemos que (V,(K,+,:), %, « ) é espago vetorial real, se
K = C, que é espago vetorial complexo.
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7.1.3 (i) Um espago vetorial nunca é um conjunto vazio, pois sua definigao
exige que haja nele pelo menos um elemento, o 0 da propriedade (V3). (ii)
(V1)-(V4) mostram que (V, 4 ) é um grupo comutativo.

7.1.4 Por abuso de linguagem, substituimos a expressao “(V, (K, +,:), %, «) é
espago vetorial” por “(V,K, 4 , «) é espago vetorial”, ou por 1q‘V munido das
operagoes $ e « € espago vetorial sobre K”, ou memso chamamos o conjunto
V' espago vetorial sobre K.

7.1.5 (i) (V1) é chamada propriedade comutativa da adigao vetorial. (ii)
(V2) é chamada propriedade associativa da adigao vetorial; ela nos
dispensa do uso de parénteses para indicar somas de mais de dois vetores. (iii)
O elemento 0 em (V3) é chamado vetor nulo e o elemento —z em (V4) é
chamado vetor oposto a z.

7.1.6 De (V1) e (V3), obtemos 04 x = z, para todo x € V, e de (V1) e V4)
obtemos —z4 x =0, para todo x € V.

7.1.7 (i) (V6) é uma espécie de associatividade. (ii) (V7) é chamada
propriedade distributiva da multiplicacao de escalar por vetor em relacao a
adi¢ao de escalares. (V8) é chamada propriedade distributiva da multiplicac¢ao
de escalar por vetor em relagao a adigao de vetores.
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7.1.8 (i) H4 apenas um vetor nulo e cada vetor tem apenas um oposto; (ii)
VeeV:0ex=0; (ili) Vo e K:ae 0=0; (iv) ez =0=a=0o0uz =0;
V) (1) () ez =—x; (Vi) (—a) ez = e (—x) = —(+x); (vii)

(—a) e (—2) =a ez

7.1.9 Notacao simplificada: (i) a adi¢ao de vetores é indicada pelo mesmo
sfmbolo + que indica a adigdo de escalares; (ii) tanto a multiplicacao de
escalares quanto a multiplicagao de escalares por vetores serao indicadas pela
mera justaposicao das letras que representam os elementos que participam da
operacao, i.e., af :=«a-f paraae fem K e ax := a«z para « em K e  em
V; (iii) o vetor nulo pode ser representado pelo mesmo simbolo 0 que
representa o zero do corpo; (iv) za := ax.

7.1.10 Definimos diferenca x — y entre vetores x e y como a adigao de x com o
oposto de y,  — y := z + (—y).

7.1.11 Para identificar um vetor usamos uma letra, digamos a, e a declaragao
de que se trata de um elemento do espaco vetorial, digamos V, a € V.
Também identificamos um vetor usando uma letra dentro de uma simbologia
especial, por exemplo: a, @, a, |a).

(UFRJ) Estruturas matemdticas 3 de Agosto de 2015 33 / 78



NB: A estrutura de espaco vetorial tem incontéveis aplicaces em fisica. Para
citar apenas dois exemplos, espagos vetoriais reais sao usados para descrever a
geometria do espacotempo da MC newtoniana e da Relatividade Restrita e

espacos vetoriais complexos sao usados para descrever estados dos sistemas na

MQ.

7.2 Seja £ o espaco da geometria euclidiana classica. Dois pontos distintos

A, B € £ determinam um segmento de reta orientado, ou seta, AB.

7.2.1 Comprimento ||AB| de uma seta AB 6 a distancia entre A e B;
diregao da seta é a da reta que passa por A e B e sentido da seta é de A
para B. Ponto inicial da seta é o ponto A e ponto final é o B. A reta que
contém a seta é chamada sua reta suporte.

7.2.2 Um tunico ponto A define uma seta nula, ﬂ Dizemos que: seu ponto
final coincide com o inicial; seu comprimento é zero e sua direcao e sentido sao
indeterminados.

7.2.3 Seja Tp(€) o conjunto de todas as setas que emanam do ponto P de .
Definimos adigao de setas

. Tp(E) x Tp(E) — Tp(€) : (PA, PB) — PA + PB
pela regra usual do paralelogramo.
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7.2.4 Definimos multiplicagao de um ntmero real por uma seta
‘R x Tp(E) — Tp(€) : (A, PA) > A\PA

pela regra usual de escalonar a seta pelo ntimero.

7.2.5 Tp(E) munido dessas operagoes é espago vetorial real. ﬁ é o vetor nulo

desse espaco e a seta oposta de PA é a seta de Tp(E) com mesmo médulo e

direcao de PA, mas de sentido oposto.

7.3 Seja um conjunto S # & e K um corpo.

7.3.1 Definimos adicao de fungées de K como,
K%K = KY: (f,g) = f+g,

onde (f +g)(s) = f(s) + g(s) (Vs € 9).

7.3.2 Definimos multiplicagao de um elemento de K por uma fungao
de K como, K xKS 5 KS 1 (A f) = Af

onde (Af)(s) = Af(s) (Vs €5).

7.3.3 K% munido dessas operacdes é espaco vetorial sobre K. O vetor nulo de
K% é a fungao O definida por O(s) = 0 (Vs € S) e a funcio oposta a f é a
fungao —f definida por (—f)(s) = —=[f(s)] (Vs € S).
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7.4 Seja Polk o conjunto de todos os polinémios em K; obviamente Polg C KX
e KK 6 um caso particular de K° no exemplo anterior.

7.4.1 Definimos adigao de polindémios e multiplicacao de elemento de
K por polinémio do mesmo modo que no exemplo anterior.

7.4.2 Polg munido dessas operagoes é um espaco vetorial.

7.5 Seja Polg o conjunto dos polindmios de grau menor ou igual a n,
juntamente com o polinémio nulo.

7.5.1 Polg munido das operagoes do exemplo anterior é um espago vetorial
sobre K.

7.6 Seja K™ (n € Z~) o conjunto de todas as n-uplas de elementos de K.
Obviamente K™ é o caso particular de K® para S = Z,, = {1,...,n}.

7.6.1 Definimos adicao de n-uplas em K como,

K* x K* - K" : (a,b) = a+b,onde (a+b); =a; +b; (i=1,...,n).

7.6.2 Definimos multiplicagao de um elemento de K por n-upla de K"
como, : K x K" — K" : (\,z) — Az, onde (Az); := Az; (i=1,...,n).

7.6.3 K” munido dessas operagoes é um espago vetorial sobre K.
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7.7 Um corpo K munido de suas operagoes é um espaco vetorial sobre K.
7.7.1 C é espago vetorial sobre C, sobre R e sobre Q. R ¢é espaco vetorial
sobre R e sobre Q. Q é espago vetorial sobre Q.

7.8 Seja £ o espaco da geometria euclidiana cldssica, como no exemplo 3.2.

Seja £ x £ o conjunto de todas as setas de &.

7.8.1 Uma seta ﬁ é dita equipolente a uma seta ﬁ se ﬁ tiver o
mesmo comprimento, a mesma dire¢cdo e o mesmo sentido que A’B’, e, nesse
€aso, escrevemos 1@ equip ﬁ .

7.8.2 A relagdo equip é de equivaléncia em m e, portanto, particiona m
em classes de equivaléncia. Representamos por S (€) o conjunto £ x &/equip.
7.8.3 A classe de equivaléncia gerada por zﬁ é chamada seta livre gerada
por 1@ e representada por (AB].
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7.8.4 Dadas duas setas livres (zﬁ] e (C@], seja A1 B; um elemento da
primeira e B1D; o elemento da segunda cujo ponto inicial coincide com o
ponto final do elemento A1 B; da primeira. Existe um tnica seta A1D1; ela

determina uma unica seta livre resultante (A;D;]. Essa mesma seta livre seria
obtida repetindo o procedimento a partir de qualquer outro elemento da

primeira seta livre (AB]. Fica definida a operagao de adlgao de setas livres,
S(€)x S(€) > () : (AB), (CD)) v (AB) + (CD) = (A, D).
7.8.5 Dados um ntimero real A e uma seta livre 1@ , seja AA1 B um
—
elemento da seta livre e AA1 By a seta obtida pelo processo usual de escalonar
elemento A1 B; pelo nimero A; essa seta escalonada determina uma tnica seta
livre (AA;1B;]. Essa mesma seta livre seria obtida repetindo o procedimento a

partir de qualquer outro elemento da seta livre (zﬁ] Fica definida a operagao
de multiplicagao de niimero real por setas livres,

Rx S(E) = S(E): (\ (AB]) s M(AB] = (A4, By).
7.8.6 O conjunto S (£) munido dessas operagoes é um espago vetorial sobre o
corpo dos reais.
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7.8.7 Por defini¢ao, comprimento, diregao e sentido de uma seta livre sao os
respectivo comprimento, dire¢ao e sentido de um elemento da seta livre. E
usual denotar uma seta livre por uma tinica letra com a setinha, @ = (A §]

NB: (i) Em mecénica newtoniana, a soma de duas solugdes da equagio de
movimento de um sistema nao é, na maioria das vezes, uma solugao. No
problema de Kepler, e.g., movimentos circulares uniformes sao solugoes da
equacao de movimento, enquanto que a superposicao de dois deles em geral
nao é solucao. Os antigos sistemas astronémicos ptolomaico e copernicano
supunham que todos os movimentos planetdrios eram superposigoes de
movimentos circulares. (ii) Em mecénica quéntica, os estados de um sistema
sdo descritos por fungdes de um conjunto S # @ em C. O postulado
fundamental da mecénica quantica afirma: se duas funcoes ¥ e ® de C° sao
estados de um sistema, entdo a¥ + P, (a, 8 € C) também o é. Os estados de
um sistema em mecéanica quantica formam um espago vetorial sobre C quando
equipados com as operagoes usuais de soma de fungoes e multiplicacao de
numero por fungao.
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8. Subspacos vetoriais e bases

8.1 Seja V' um espago vetorial sobre K e A e B dois subconjuntos de V.
Definimos soma dos subconjuntos A e B como sendo o seguinte
subconjunto de V: A+ B:={ze€V|z=a+b, a€ Aebe B}.
81.1Sea€cV,a+ B:={a}+ B.

8.1.2 (i) A+ B=B+A; (ii)) (A+B)+C=A+(B+C); (iii) A+ {0} = 4;
(iv) A+ VvV =V.

8.2 Se vy, vs,...,v, € V, uma combinagao linear desses vetores é um vetor
a1v1 + aovs + ... apUy, onde aq,...,a, € K. Os escalares aq, ..., a, sao
chamados coeficientes da combinacgao linear.

8.2.1 Ko = {0}.

8.2.2 Seja A # @ um subconjunto de V. Varredura de A é o conjunto KA
de todas as combinagoes lineares de vetores de A. Se B = KA, dizemos que A
varre B.

8.2.3 Se v € V, Kv := K{v}.

8.2.4 K{vy,va,...,vn} =Koy + Kvg + ... + Ku,,.
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8.3 Um subconjunto W nao vazio de um espago vetorial V' sobre K é dito um
subespago vetorial de V se, para quaisquer z,y € W e a € K:
D)z,yeW=ax+yeWe(i)aeK, zeW=areW.
83.1Se+:VxV —=>Ve «..KxV —V sobre V sao as operagoes no espago
vetorial V' e W é subespago vetorial de V', sao possiveis as abreviagoes
+:WxW —=>We «: KxW — W sobre W, que chamamos de operacoes em
W induzidas pelas operacoes em V.

8.3.2 Se V é um espaco vetorial sobre o corpo K e W um subespago de V',
entao W munido das operagoes induzidas pelas operacoes de V é um espago
vetorial sobre o mesmo corpo K.

8.3.3 Dado um espago vetorial V sobre K, {0} e V sdo subespagos de V. Eles
sao chamados subespacos triviais; um subespaco de V diferente de V ¢ dito
um subespaco préprio de V.

8.3.4 Se @ e b sdo dois vetores de Tp(E), entdo R e R@ + Rb sdo subespacos
de Tp (5)

8.3.5 Poly ¢é subespago do espago Polk.

8.3.6 O conjunto das n-uplas de K nas quais o dltimo elemento é zero é um
subespago de K.
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8.3.7 A intersecgao de qualquer familia de subespagos vetoriais de um espago
vetorial é subespago do espaco vetorial.

8.3.8 Seja V um espaco vetorial sobre K e S um subconjunto de V. A
varredura K.S é um subespago de V', contém S e estd contido em cada
subespaco de V' que contenha S, i.e., é o subespago minimal da familia dos
subespagos de V' que contém S. Além disso, S é a interseccao dessa familia.
8.3.9 Pol? ¢ o subespaco de K¥ dado pela varredura K{ fo, f1,..., fn}, onde
fi  KoK:zwal (j€Zs).

8.3.10 Polk é o subespago de KX dado pela varredura K{f; |j € Z>}.

8.3.11 SeW; e W5 sdo subespacos de um espago vetorial V', entao Wy + Wy é
subespago de V. Wy 4+ W5, é chamado soma dos subespagos Wi e Ws.
8.3.12 A soma W; + Wy de subespacos Wy e Wy é dita uma soma direta se
qualquer x € Wi + W5 puder ser escrito de uma tinica maneira como soma de
um elemento de Wi e um elemento de Ws5. Nesse caso escrevemos

Wi+ Wy =: Wi & Wh.

8.3.13 (Z) Wi+Wo=W1 Wy W NWy = {0}

8.3.14 Os conceitos de soma e soma direta de subespagos pode ser estendido
para mais de dois subespagos de modo natural.
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8.4 Seja V um espago vetorial sobre K. Um subconjunto S de V é dito
linearmente dependente, ou LD, se existirem vetores distintos x1, ..., %y,
em S e escalares aq,...,a, em K, nao todos nulos, de tal modo que

a1x1 + ...+ apx, = 0. Um conjunto que nao é linearmente dependente é dito
linearmente independente, ou LD.

8.4.1 Em Tp(€) duas setas ndo-colineares sdo LI e trés setas ndo-coplanares
sao LI.

8.4.2 Em Polc o conjunto de funcoes {f;|j € Z>} do exemplo 8.3.9 é LI
8.4.3 Em K" o conjunto {uy,...,u,}, no qual u; é a n-upla na qual todos os
elementos sdo zero com excegao do i-ésimo (1 (i =1,...,n), é LL

8.4.4 o é LI

8.4.5 Seja V um espago vetorial sobre K, Y11 = {y1,...,Yn+1} um conjunto
de n + 1 vetores de V. Se cada elemento de Y, 1 é combinacao linear de n
vetores z1,...,x, de V entao Y, 41 é linearmente dependente.
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8.5 Um subconjunto de um espago vetorial sobre é dito uma base de Hamel
do espago, ou simplesmente uma base do espago, se é um subconjunto que
varre o espago e € linearmente independente.

8.5.1 Todo espago vetorial V' tem uma base de Hamel (como consequéncia do
lema de Zorn).

8.5.2 Todas as bases de um espaco vetorial tém a mesma cardinalidade.

8.5.3 Dimensao de um espaco vetorial é a cardinalidade de uma de suas
bases; a dimensao de V sobre K é denotada por dimgV'.

8.5.4 Se um espago é de dimensao finita, a dimensao é o nimero maximo de
vetores LI nesse espaco.

8.5.5 Se dimgV =ne B={ey,...,e,} é base de V, para cada x € V h4 uma,
e somente uma n-upla (z!,...,2"), tal que x = 2'e; +--- + 2"e,. Os
elementos da n-upla sdo chamados componentes de x na base B; 2* é dito
componente de x ao longo de ¢; (i=1,...,n).

8.5.6 A fungdo eg: V — K" : x — (z!,...,2") é uma bijecdo.

8.5.7 Em Tp (&) qualquer conjunto de trés vetores nao coplanares é uma base;
dimRTp(g) =3.
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8.5.8 Em Polf o conjunto { fo, f1,..., fn} de 3.3.9 é base; dimcPol¢ =n + 1.
8.5.9 Em Polc o conjunto {f;|j € Z>} de 3.3.9 é base; Polc tem dimensao
infinita.

8.5.10 {uq,...,un} do exemplo 3.4.3 é base de K"; dimgK" = n.

8.5.11 O espago vetorial {0} tem por base @; dimg{0} = 0.
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9 . Transformacoes lineares

9.1 Sejam V e W dois espagos vetoriais sobre um mesmo corpo K.
T:V — W é dita uma transformacao linear de V em W se, para quaisquer
z,yeVeack

Tx+y)=T@)+T(y) e T(ax)=aT(z).

9.1.1 Denotamos por Lg(V, W) o conjunto de todas as transformagoes lineares
de V em W. Transformagoes lineares de V em W também sdo chamadas
homomorfismos de V em W e escrevemos Homg (V, W) := Lg(V, W).

9.1.2 Uma transformagao linear de V em V é dita um operador linear sobre
V, ou endomorfismo de V; escrevemos Endg (V') := Lg(V, V).

9.1.3 Seja o : S — S bijetora e o* : K — K : f — foo; 0* € Endg(K%).
9.1.4 Rotacoes de vetores de Tp(£) em torno de um vetor unitdrio de Tp(E)
sao operadores lineares sobre Tp(E).

9.1.5 Seja um ponto fixo de um corpo rigido em rotagao com velocidade
angular @ e seja L o momento angular relativo ao ponto fixo

(W, T € ?(8)) A fungao I : ?(8) — ?(8) . D L éum operador linear
sobre S (€) chamado de operador de inércia.

9.1.6 idy € EndK(V)
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NB: Os estados de um sistema quantico sdo elementos de um espago vetorial
bh sobre C. Se nenhuma medigao é realizada do instante ¢y ao instante ¢, entao
o estado do sistema no instante ¢, ¥(t), é dado em funcao do seu estado no
instante tg, \I/(t()), por \I/(t) = U(t, to)\I/(t()), onde U(t, to) S Endc(f))

9.2 Seja V um espago vetorial de dimensao n sobre K e W um espaco vetorial
sobre K. Se B = (e1,...,¢e,) é uma base ordenada de V' e wy, ..., w, sio
vetores quaisquer de W, entao existe uma tnica extensao linear de V em W
da funcao : B — W : e; — w;.

9.3 T € Lg(V,W) é injetora se, e somente se, T(x) =0=2=0. T de V em
W ¢é dita singular se existir  # 0 em V tal que T'(x) = 0.

9.3.1 nul(T) :={z € V| T(z) = 0} é subespago de V chamado espago nulo
de T. T € Lg(V,W) é injetora se, e somente se, nul(T) := {0}.

9.4 Por defini¢ao, T € Lg(V, W) é sobrejetora se im(T) = W. O conjunto
im(T') é subespago de .

9.5 Por defini¢do, posto(7") = dimgim(7’) e nulidade(T") = dimgnul(7").

9.6 Seja T' € Lg(V,W). Se V é de dimensao finita, entao

posto(T') + nulidade(T") = dimgV" .
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9.7 Se T € Lg(V,W) é bijetora, entdo T~' € Lx(W,V).

9.8 Uma transformagao linear, i.e., um homomorfismo V' em W, é chamado
isomorfismo de V em W se é invertivel. Denotamos por Isog(V, W) o
conjunto dos isomorfismos de V em W.

9.8.1 Se f € Isog(V, W), entao, para quaisquer z,y € V e A € K,

vty = f(f @)+ (1) e Ax = fHAf ().

9.8.2 Um isomorfismo de V em V é chamado de automorfismo em V.
Denotamos por Autg (V) o conjunto dos automorfismos em V.

9.8.3 A relagdo de isomorfismo entre espacos vetoriais é de equivaléncia.
9.8.4 Se existe um isomorfismo de V' em W dizemos que V' é isomorfo a W,
ou que V e W sao isomorfos, e escrevemos V ~ W.

9.8.5 Espacos vetoriais de dimensao finita sdo isomorfos se, e somente se, tém
a mesma dimensao.

9.8.6 A fungdo e5: V — K" : 2+ (2%,...,2") em 3.5.6 é um isomorfismo de
V em K".

9.8.7 O isomorfismo anterior depende da escolha de uma base. Dizemos,
informalmente, que isomorfismos que nao dependem de escolhas sao
isomorfismos naturais. Se hd um isomorfismo natural entre dois espagos
vetoriais eles sao ditos naturalmente isomorfos.
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9.8.8 (i) Pol e K"! sdo naturalmente isomorfos;
(ii) S (&) e R? sdo isomorfos;
(iii) S (&) e Tp(E) sao naturalmente isomorfos.

9.9 Lg(V, W) munido das operagdes de adigao de transformacgoes
lineares, : Lg(V, W) x Lg(V,W) — Lg(V,W) : (A, B) — A+ B, onde
(A+ B)(z) :== A(z) + B(z) (Vx € V), e multiplicacdo de nimero por
transformacao linear, : K x Lg(V, W) — Lg(V, W) : (o, A) — @A, onde
() (z) := aA(x) (Vx € V), é espaco vetorial.

9.9.1 Se {e1,...,e,} é base de V e {uy,...,un} base de W, o conjunto
{E,¥|p=1,...,meq=1,...,n} das extensdes lineares de E,(e;) = d;%u,
(i=1,....,n) (p=1,....,m;q=1,...,n) é base de Lg(V,W).

9.9.2 Se dimg (W) = m e dimg (V) = n, entdo dimg (Lx(V,W)) = mn.
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9.10 A adigcao de enfomorfismos estd definida em 5.9 pelo caso particular
em que V = W. Definimos multiplicacao de endormofismos como sendo a
sua composigao, : Endg (V) x Endg(V) — Endg(V) : (4,B) — AB = Ao B.
9.10.1 O conjunto Endg (V') munido dessas operagoes é um anel.

9.10.2 Esse anel também é chamado anel dos operadores sobre o espago
vetorial V sobre K.

9.11 Seja a multiplicacao de endomorfismos pode ser restrita aos
endomorfismos inversiveis. Autg (V) munido dessa operagdoé um grupo.
9.11.1 Esse grupo também é chamado grupo linear geral sobre o espago
vetorial V sobre K e é representado por GL(V, K).

9.12 Uma algebra sobre um corpo K é um espago vetorial V' sobre K
munido de uma operagdo : V x V — V : (z,y) — xy que satisfaz as
propriedades:

(T +22)y =21y + 229, ()Y = a(y)

r(y1 +y2) =zy1 +ay2 , z(ay) = a(zy),
onde x1,22,y,2,y1,y2 € Ve a € K.
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9.12.1 A operacao é chamada de multiplicagao da dlgebra e as propriedades,
bilinearidade da multiplicagao. Assim, podemos definir dlgebra como um
espago vetorial munido de uma multiplicagao bilinear.

9.12.2 Se a multiplicagao da &dlgebra satisfaz, para quaisquer z,y,z € V,

(zy)z = 2(yz) ,

a algebra é dita associativa.
9.12.3 Se a multiplicacao satisfaz, para quaisquer x,y,z € V,

ry=—yr e (zy)z+ (y2)r+ (22)y =0,

a algebra é dita de Lie.
9.12.4 Se existe na dlgebra um elemento e tal que, para qualquer z € V,

re=exr=ux,

o elemento e é chamado identidade da algebra ou de unidade da algebra.
Nesse caso a algebra é dita uma algebra com identidade ou uma algebra
unital.
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9.12.5 O espago vetorial Endg (V) munido da operagao de multiplicagao de
endomorfismos é uma &algebra associativa com identidade. Portanto, nessa
algebra valem as regras

’L) (A1 + AQ)B AlB + A2
ii) («d)B = a(AB) ,
1i1) A(B1 + Bg) = AB; + AB>
) A(0B) = a(AB)
v) (AB)C = A(BC) ,
vi) Aidy = idyA= A4,

)

(
(
(
(
(
(

onde A, Ay, A2, B, B1, B2, C € Endg(V) e a € K(V).

9.12.6 Usando essa dlgebra associativa, definimos a operacao

: Endg (V) x Endg(V) = Endg(V) : (A, B) — [A,B] = AB — BA; ela é
chamada comutagao de operadores, e seu resultado, comutador dos
operadores em questdo. Endg (V') munido da comutagdo de operadores é
uma algebra de Lie.
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9.13 As transformacoes lineares de um espacgo vetorial V' sobre o corpo K, no
espaco vetorial K sobre K, formam um espaco vetorial sobre K que chamamos
espago dual de V' e denotamos por V*,

V* = Lg(V,K). (50)

9.13.1 Se V* é espago dual de V, dizemos que V é espago primal de V*.
9.13.2 Fungoes de um espago vetorial sobre o seu corpo sao chamadas
funcionais, ou formas, sobre o espago vetorial; os elementos de V* sao
funcionais lineares sobre V.

9.13.3Sev eV, e p € V* p(v) € K; na notagao de Dirac, |z) € V, (¢| € V*
e (p|z) € K.

9.13.4 Se V é de dimensao finita, dimgV = dimg V™ e, portanto, V* e V* sao
isomorfos.

9.13.5 A projecao projz : Tp€ — R : @+ ||d| cos(n, @), ao longo de um
unitario @ em Tp(€), é um funcional linear sobre Tp(E), projz € Tp(E)*.
9.13.6 Seja S # @ e so € 5. A, : K® = K: f s f(s0), é um funcional linear
sobre K%, A, € (K%)*. E chamado funcional de Dirac centrado em so.
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10. Espacgo topolégico

10.1 Topologia em um conjunto X é uma familia 7 de subconjuntos de X,
tal que

(T1) o, X e T ;

(T2) qualquer uniao de elementos de T é elemento de T;

(T3) qualquer intersegdo de um ntimero finito de elementos de T é elemento
de T;

10.1.1 (i) (X, T) (e por abuso de linguagem, X) é chamado espaco
toplégico;

(ii) Os elementos de X sao chamados pontos e os de T, conjuntos abertos.
10.1.2 V C X é chamado vizinhancga de x € X se existe um aberto U tal que
x € U C V; uma vizinhanga aberta de z é, simplesmente, qualquer aberto
que subentende .

10.1.3 Se V ¢ vizinhanga de = dizemos que os pontos de V estao
V-adjacentes a x; Se V; e V, sdo vizinhangas de x, dizemos que os pontos de
V5 estao mais adjacentes a x que os de V7 se Vs estd propriamente contido em
.
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10.1.4 (i) Se T = {2, X}, (X, T) é chamada topologia trivial de X.

(ii) Se T = P(X), (X,T) é chamada topologia discreta de X.

(iii) Se X{a,b} (a #b) e T ={D,a,X}, (X,T) é chamada topologia de
Sierpinski.

10.1.5 Se 71 e T2 sdo topologias de X, dizemos que 71 é mais fina que 73 se
T1 D T2; nesse caso dizemos que 72 é mais grosseira que 7. A topologia
discreta é a mais fina das topologias e a trivial, a mais grosseira.

10.2 Um subconjunto B de uma topologia 7 é chamado base para a topologia
se cada elemento da topologia é a uniao de elementos de B; se B é base de T;
dizemos que B gera 7. Obviamente, T é base de T.

10.2.1 (i) Um subconjunto de uma topologia é base da topologia se, e
somente se, cada aberto da topologia tem cada um de seus pontos em algum
aberto do subconjunto contido no aberto da topologia.

(ii) Se B é base de T, entao um subconjunto A de X é aberto se, e somente
se, cada ponto de A pertence a algum subconjunto da base contido em A.
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10.3 Se (X, T) é um espago topoldgico, X1 C X e T ={UNX,|U [T},
entdo (X1, T3 ) ¢ espaco topoldgico.

10.3.1 7}?1 é chamada topologia induzida por 7 em X;, ou topologia de
subespaco; (X1, 75 ) ¢ dito subespago topolégico de (X, T).

10.4 Um subconjunto de X ¢ dito fechado se seu complemento é um aberto
da topologia de X.

10.4.1 H& subconjuntos que sao abertos e fechados, como X e &, e conjuntos
que nao sao nem abertos nem fechados.

10.5 Seja (X, T) é um espago topoldgico e S um subconjunto de X.

10.5.1 Ponto interior de S é um ponto que tem alguma vizinhanca aberta
contida em S.

10.5.2 Ponto exterior de S é qualquer ponto interior do complemento de S.
10.5.3 Ponto fronteirico de S é um ponto cujas vizinhangas interceptam S
e seu complemento.

10.5.4 Ponto aderente de S é um ponto cujas vizinhangas interceptam S.
10.5.5 Ponto de acumulagao, ou ponto limite, de S é um ponto cujas
vizinhangas subentendem pontos de S diferentes dele mesmo. Ponto isolado
de S é um ponto de S que nao é de acumulagao.
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10.6 Interior de um conjunto S é o conjunto Int(S) de todos os pontos
interiores de S.

10.6.1 Int(S) é

(i) a unido de todos os abertos contidos em S;

(ii) igual a S se, e somente se, S é aberto.

10.7 Fecho de um conjunto S é o conjunto Fech(S), também denotado por S,
de todos os pontos aderentes de S.

10.7.1 Fech(S) é

(i) a intersecao de todos os fechados que contém S;

(ii) igual a S se, e somente se, S é fechado.

10.8 Fronteira de um conjunto S é o conjunto Fron(.S), também denotado
por 05, de todos os pontos fronteirigos de S.

10.8.1 (i) Fron(S) = Fech(9) \ Int(S); (ii) Fron(S) = Fron(CS);

(iii) Fron(S) = Fech(S) N (CInt(S)). (iv) Se S é aberto, S N Fron(S) = &;
se S ¢ fechado, S D Fron(S).
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10.9 Derivado de um conjunto S é o conjunto Der(S), também denotado por
S’ de todos os pontos de acumulagao de S.

10.9.1 (i) Fech(S) = S UDer(S); (ii) Se S é fechado se, e somente se, contém
seu derivado.

10.10 Um subconjunto S de X ¢é dito denso em X se é igual ao seu fecho.

10.11 Um espago topoldgico (X, T) é dito de Hausdorff se pontos distintos
de X possuem vizinhancgas que nao se interceptam.

10.11.1 Pares de pontos com essa propriedade s@o ditos separdveis (na
topologia em consideragao). Assim, um espago é de Hausdorfl se dois de seus
pontos distintos quaisquer sao separaveis.

10.12 Seja (X, 7T) um espago topoldgico. Dizemos que a sequéncia x : N — X
converge para x € X se para qualquer vizinhaga V' de x existe ng € N tal que
n>ng=x, €V.

10.12.1 Nesse caso dizemos que a sequéncia é convergente e que = é seu
limite.
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10.13 Sejam (X, Tx) e (Y, Ty) espagos topoldgicos. Uma funcao f: X — Y é
dita continua em X se a pré-imagem de qualquer aberto em Y é um aberto
em X, ie,seU €Ty = f1(U) € Tx.

10.13.1 Uma funcao f : X — Y é dita continua em zy € X se para qualquer
vizinhaga de f(z¢) existe uma vizinhaca de xo tal que a imagem através de f
da vizinhaga de x estd contida na vizinhanca de f(zo).

10.13.2 f : X — Y é continua em X se, e somente se, é continua em cada
ponto de X.

10.13.3 A composta de duas fungoes continuas, quando existe, é continua.
10.13.4 f : X — Y é continua em X, entao:

(i) sua restrigdo f|(4,Y), na qual A é um subespago de X, é continua;

(ii) sua abreviacao f|(X, f(X)) é continua;

10.13.5 f : X — Y é continua em X se, e somente se, a pré-imagem de
qualquer aberto de uma base em Y é um aberto em X.

10.13.6 f : X — Y é continua em X se, e somente se, a pré-imagem de
qualquer fechado em Y é um fechado em X.
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10.14 Sejam (X, Tx) e (Y, Ty) espacos topoldgicos. Uma fungao f: X — Y é
dita um homeomorfismo se é continua, possui inversa e a inversa é continua.
10.14.1 Se existe um homeomofismo de X em Y, dizemos que X é
homeomorfo a Y, e escrevemos X ~ Y.

10.14.2 A relagdo de homeomorfismo entre espagos topoldgicos é de
equivaléncia.

10.14.3 Invariante topoldégico é uma propriedade de espagos topoldgicos
que é invariante por homeomorfismos, isto é, é uma propriedade das classes de
equivaléncia da relagao de homeomorfismo entre espagos topolégicos.

10.15 Um espago topolégico (X, T) é dito conexo se ndo é a unido de dois
conjuntos abertos disjuntos, i.e., se ndo existem X7, Xy € T tais que

X =X1UXse X1NXy=¢g. Un espaco que nao é conexo é dito desconexo.
10.15.1 Um espaco topoldgico (X, T) é dito conexo por arcos se, para
qualquer par de pontos a,b € X, existir uma fungdo continua « : [0,1] — X tal
que a(0) =a e a(l) =b.

10.15.2 Todo espaco conexo por arcos € conexo.
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10.16 Seja A um conjunto e {Aq|a € A} uma familia de conjuntos. Dizemos
que a familia é uma cobertura de A se A C |J,c4 Aa-

10.16.1 Seja {Aq|a € A} uma cobertura de A.

(i) Se A é finito, dizemos que a cobertura é finita.

(ii) Se A; € A e {Ay|a € Ay} também é cobertura de A, dizemos que
{Au,|a € Ay} é uma subcobertura de A.

10.16.2 Obviamente, (i) se para todo o € A, A, C A, entdo A =, ¢ 4 Aa;
(ii) toda particgdo de A é uma cobertura de A constituida por conjuntos
disjuntos.

10.16.3 Se (X, T) é um espaco topoldgico e A C X, denominamos cobertura
aberta de A a uma cobertura constituida de conjuntos abertos de X.

10.17 Sejam dois espagoes topoldgicos (X1,771) e (X2, 72) e a familia de
conjuntos {U; x Uz|Uy € T1 e Uz € T2}. Essa familia constitui-se em um base
para a topologia de X7 x X5 que denotamos por Tx, x x,-

10.17.1 (X7 x X9, Tx,xx,) € chamado produto dos espagos topolégicos
(X177—1) € (X277-2)
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10.18 Um espago topoldgico (X, T) é dito compacto se cada cobertura
aberta de X tem uma subcobertura finita.

10.18.1 Um subconjunto A C X é dito compacto em X se cada cobertura
aberta de A tem uma subcobertura finita. Um subconjunto é compacto em X
se, e somente se, quando munido da topologia induzida é compacto como
espago topoldgico.

10.18.2 Um espago topoldgico (X, T) é dito localmente compacto se cada
ponto x € Xtem uma vizinhaga aberta cujo fechamento é compacto.

10.18.3 Um subspago de um espaco topolégico compacto é compacto se, e
somente se, é fechado; em particular, todo espago compacto é fechado.
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11. Espaco métrico

11.1 Métrica, ou distancia em um conjunto X é fungao
d: X x X —R:(z,y) — d(z,y) , (51)

tal que, para quaisquer x,y,z € X,

(d1) d(z,y) > 0; além disso, d(z,y) =0 <= = = y;

(42) d(z,y) = d(y, )

(d3) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

11.1.1 (i) (X,d) (e por abuso de linguagem, X) é chamado espago métrico;
(ii) Os elementos de X sao chamados pontos.

11.1.2 (R,d), onde d : R x R = R : (z,y) — |z — y|, é espago métrico.

11.1.3 (R™,d), onde

d:R"xR”—>R:(x,y)'—>\/(xl—y1)2+...+(xn_yn)27

é espago métrico. Essa métrica é chamada métrica usual, ou métrica
euclidiana, de R".
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11.1.4 (R",d), onde d : R* x R® — R : (z,y) — max{|z! —y*|,..., 2" —y"|},
é espago métrico.

11.1.5 Se X é qualquer conjunto nao vazio, d : X x X — R, com d(z,y) =0
se x =y ed(x,y) =1 se x # y define uma métrica em X, chamada métrica
discreta em X.

11.2 Em um espago métrico (X, d) definimos bola aberta de centro em
z € X eraio r € R>, denotada por B,(r), como sendo o subconjunto
By(r) = {y € X|d(y, =) <r}.

11.2.1 7,72 € R e 71 < 79 = B,(r1) C By(ra).

11.3 Um subconjunto A de X é dito aberto em um espago métrico (X, d)
se qualquer ponto do subconjunto é centro de uma bola aberta contida nele
mesmo.

11.3.1 O conjunto de todos os conjuntos abertos no espago métrico (X, d) é
denotado por T(x,q)-
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11.4 T(x,q4) ¢ uma topologia em X.

11.4.1 T(x, 4y ¢ chamada topologia induzida pela métrica d em X.
11.4.2 A topologia induzida em R™ pela sua métrica usual (Cf. 2.1.3) é
chamada topologia usual de R".

11.4.3 A topologia induzida em qualquer conjunto X nao vazio pela sua
métrica discreta (Cf. 11.1.5) é a topologia discreta (Cf. 1.1.4 (ii)).

11.5 Qualquer espago com topologia induzida por métrica é de Hausdorff.

11.6 Em um espago métrico (X, d) definimos bola fechada de centro em

x € X e raio r € Rs, denotada por B,(r), como sendo o subconjunto

Bq(r) = {y € X[d(y, =) <r}.

11.6.1 Em um espago métrico (X, d) um subconjunto A C X é dito cotado se
existir uma bola fechada em X que contém A; o raio da bola fechada é
chamado uma cota de A.

11.6.2 Um subconjunto de R™ é compacto se, e somente se, é fechado e cotado
(Heine-Borel).
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11.7 Em um espago métrico (X, d), dizemos que uma sequéncia z : N — X
converge no espago métrico para um ponto [ € X se, para qualquer
namero positivo €, existir um numero natural N tal que:

n > N = d(z,,l) < e O ponto ! é chamado bf limite da sequéncia, que é dita
convergente.

11.7.1 Em um espago métrico (X,d), z : N — X é dita uma sequéncia de
Cauchy no espago métrico se, para qualquer nimero positivo e, existir um
numero natural N tal que: m,n > N = d(x,, z,) < €.

11.7.2 Um espago métrico é dito completo se toda sequéncia de Cauchy no
espago é convergente.
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12. Espaco de Banach

12.1 Norma em um espago vetorial V' sobre K é, por definicao, uma funcao
:V = K:z— |z| tal que, para quaisquer z,y € V e a € R,

(N1) |||l > 0; além disso: ||z|| =0 < z = 0;

(N2) [Jaz| = |e]];

(N3) [l +yll < |zl + lly]l-

12.1.1 (V]| ||) (e por abuso de linguagem, V) é chamado espago vetorial
normado.

12.2 d definida por d(z,y) = ||z — y|| ¢ uma distancia no conjunto V', que
chamamos métrica induzida pela norma de V. Portanto, todo espago
normado (V| |) é um espago métrico (V,d), com a métrica d induzida pela
norma.

12.2.1 A métrica d em V induz uma topologia Ty,4 em V, que chamamos
topologia induzida pela norma.

12.3 Um espago vetorial topolégico é um espago vetorial V' munido de
uma topologia na qual as operagoes de adigao de vetores e multiplicagao de
escalares por vetores sdo continuas. Os espacos vetoriais normados com
topologia induzida pela norma sao espagos vetoriais topoldgicos.
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12.3.1 Base topolégica de um espaco vetorial topolégico V' é um conjunto
B € V de vetores LI tal que KB é denso em V, isto é, KB = V. Um espaco
vetorial topolégico é dito separavel se possui uma base topoldgica contavel;
nesse caso também é separavel enquanto apenas espago topologico.

12.4 Um espago normado é dito espago de Banach se é completo enquanto
espaco métrico definido pela métrica induzida pela norma.

12.4.1 O espago vetorial R” com a métrica euclidiana d é um espago de
Banach se munido da norma ||z| = d(0, z).

NB: Espagos de Banach proporcionam o ambiente natural para o cédlculo
diferencial, o cdlculo das variagGes e as equagoes diferenciais ordinarias. O
calculo diferencial e as equagoes diferencias sdo a linguagem natural da
cinematica e dinamica de MC e o calculo das variagoes, a da formulagao
analitica da mecanica.

(UFRJ) Estruturas matemdticas 3 de Agosto de 2015 68 / 78



12.5 Sejam (X, || |x) e (Y, || |ly) espagos de Banach sobre o mesmo corpo K,
D um aberto de X e F : D — Y uma fungao continua. Dizemos que F' é
diferenciavel em v € D se existem F'(v) € Lx e @ : X x X — Y tal que, para
qualquer h € X parao qual v+ h € D,

F(v+h) — Fv) = F'(v)h + a(v, h) ,

onde
[[2lly

m .
Illx—0 ||| x

12.5.1 (i) Se F é diferencidvel em v, F’(v) é tnica e chamada derivada de
Fréchet de F' em v.

(ii) F'(v)h é chamada variacdo tangente, ou diferencial, de F' com
incremento h a partir de v. Podemos denotar esse diferencial por dF(v, h) ou,
abreviadamente, por dF.

(iii) Para abreviar a notagao escrevemos || || tanto no lugar de || ||x quanto no
de || [ly-
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12.5.2 Se a derivada de F : D — Y existe em cada v € D dizemos que F' é
diferencidvel em D e definimos funcao derivada de Fréchet em D como
sendo a fungdo F' : D =Y :v+— F'(v) .

12.5.3 (i) Representamos por C'(D,Y) o conjunto das fungoes de D em YV
com derivada continua em D.

(ii) Se F € CY(D,Y), definimos a derivada segunda de F como sendo a
derivada de F’. Representamos por C2(D,Y) o conjunto das funcdes de D em
Y com derivada segunda continua em D.

(iii) Recursivamente, definimos derivada de ordem k e o conjunto C*(D,Y’)
das funcées com derivada de ordem k continua.

(iv) O conjunto das fungdes com derivadas de todas as ordens é representado
por C=*(D,Y).

12.5.4 Se F' ¢ diferencidvel em D, para qualquer v € De h € X,

F'(v)h = lim 1 [F(v+eh)—F(v)],

e—=0¢€
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NB: Um caso particular dessa derivada é a chamada derivada funcional, ou
derivada de Volterra, usada em calculo das variagoes e no formalismo
funcional da mecanica e da teoria de campos. O célculo diferencial em espagos
de Banach tem como caso particular o calculo diferencial de fungoes de
abertos de R™ em R™; usando derivadas obtemos a segunda lei de Newton a
partir do principio do determinismo cléssico.
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13. Espaco de Hilbert

13.1 Multiplicacao interna em um espago vetorial V' sobre K (K=R ou C)
é, por defini¢do, uma fungao : VxV — K: (z,y) — (z|y) tal que, para
quaisquer x,y € Ve a € K,

(MIL) (z]y + 2) = (zly) + (z]2);

(MI2) (z]ay) = a(z|y);

(MI3) (z]y)* = (ylz);

(MI4) (x|z) > 0; além disso, (z|z) =0 < x = 0.

13.1.1 O escalar (z]y) é chamado produto interno de z por y.

13.1.2 Um espago vetorial munido de uma multiplicacao interna é chamado
espago com produto interno, ou espago pré-hilbertiano.

13.1.3:V -5 K: z — ||z|| = \/(z|z) define uma norma em V, chamada
norma induzida pela multiplicacao interna de V. Portanto, um espaco
pré-hilbertiano é um espaco normado e consequentemente, um espago métrico
com a métrica induzida por essa norma e um espaco topoldgico com a
topologia induzida por essa métrica.

13.2 Um espaco pré-hilbertiano é dito um espaco de Hilbert se é completo
enquanto espago métrico com métrica induzida pela norma induzida pela sua
multiplicagao interna.
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13.3 (i) Dois vetores em um espago com multiplicacao interna sao ditos
ortogonais se o produto interno deles é zero.

(ii) Um vetor em um espago com multiplicacao interna é dito normal, ou
unitario, se sua sua norma (definida pela multiplicagao interna) é 1.

(iii) Um conjunto de vetores é dito ortonormal se os seus vetores sao
normais e ortogonais dois a dois.

13.3.1 Base hilbertiana de um espaco de Hilbert H é um conjunto B € H
ortonormal tal que KB é denso em #, isto é, KB = H.

13.3.2 Todo espaco de Hilbert possui uma base hilbertiana. Todas as bases
hilbertianas de um espaco de Hilbert tém a mesma cardinalidade, chamada
dimensao hilbertiana do espaco de Hilbert.

13.3.3 Espacos de Hilbert com a mesma cardinalidade sao isomorfos.
13.3.4 Espacgo dual topoldgico de um espaco de Hilbert é o subespaco do
dual constituido pelos funcionais lineares continuos.

13.3.5 Teorema de Riesz. Existe um isomorfismo natural entre qualquer
espaco de Hilbert He seu dual topoldgico H', dado por : H — H' : x — 2",
onde z”(y) = (z|y) para todo y € H.

13.3.6 Um espaco de Hilbert é dito separavel se possui uma base hilbertiana
contavel.
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13.3.7 (i) Seja o conjunto de fungodes :[a,b] € R — C quadraticamente
integraveis e a relagao de equivaleéncia entre elas que consiste em diferir
apenas em um subconjunto de [a,b] com medida nula. Seja LZ([a,b]) o
quociente entre o conjunto de funcoes e a relagdo.

(ii) LZ([a,b]) é espago vetorial se munido das operagdes naturais de adigao e
de multiplicagao por escalar.

(iii) LZ([a,b]) ¢ espago de Hilbert se munido da multiplicagao interna
 12(a,b]) x L3 ([a,b]) = C : (f,g) — (flg), onde

b
um:/f@w@m

e f e g no integrando devem ser interpretadas como elementos das classes
respectivas f e g.
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13.4 (i) Dado um operador continuo 7" sobre um espago de Hilbert H, seu
adjunto T fica definido por (TTz|y) = (x|T'y) para todo z,y € H.

(ii) O operador T ¢ dito unitério se é invertivel e T~ = T'T; se T é unitério
(Tz|Ty) = (z|y) para todo z,y € H.

(iii) O operador ¢ dito autoadjunto se TT = T.

(iii) Espectro de T é o conjunto Specg(T') dos escalares A para os quais

T — A\id i nao é bijetor; se T é autoadjunto, seu espectro é real.

NB: Os estados dos sistemas em MQ s@o vetores em um espaco de Hilbert
(equipado!); as grandezas mensurdveis de um sistema s@o representadas por
operadores autoadjuntos sobre o espago; os resultados das medigoes de uma
grandeza sao elementos do espectro do operador correspondente. A evolugao
temporal do sistema quéntico isolado é realizada por um operador unitario, de
acordo com o principio do determinismo quantico, o que implica na
equacao de Schrodinger do sistema. Os estados de uma particula quéntica em
movimento unidimensional confinado no intervalo [a, b] sdo elementos de

12 ([a, ).
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14. Variedade diferenciavel

14.1 Um conjunto M é dito uma variedade (topolégica) se é um espago
topolégico de Hausdorff no qual cada ponto tem uma vizinhanga homeomorfa
ao espaco vetorial R™. A dimensdo n desse espaco é dita a dimensao da
variedade.

14.1.1 Uma carta na variedade M é um homeomorfismo ¢ : U = V de um
aberto U de M sobre um aberto V de R™.

14.1.2 Se x € U C M, dizemos que x é um ponto na carta ¢ e as coordenadas
(x',...,2") = p(x) em R" sdao chamadas coordenadas de x na carta .
14.1.3 (i) Uma fungdo de um aberto em outro de R™ é dita de classe C* se
sua derivada de ordem k existe e é continua.

(ii) Duas cartas @q : Uy — Vi € g : Ug — V3 definem as abreviagoes
bijetoras ¢, 1|(Pa(Ua NUs), (Ua NUs)) € 05l(Ua N Us), 95(Ua N Up)), cuja
COmMposicao escrevemos como

Pap =030 05" 0a(UaNUs) = @s(Us NUp)

e chamamos fungao de transigao das cartas.
(iii) As duas cartas @, e @, sio ditas C*-compativeis se tém fungio de
transicdo de classe C*.
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14.1.4 (i) Um atlas de classe C* em uma variedade M é uma familia

{¢a : Uy = Vyla € A} de cartas na variedade que sdo compativeis duas a
duas e cujos dominios cobrem a variedade, |J,c 4 Ua = M.

(ii) Dois atlas de classe C* sio compativeis se sua unido é um atlas de classe
C*. A relagdo de compatibilidade entre atlas é de equivaléncia (iii) Uma classe
de equivaléncia de atlas compativeis de classe C*¥ em uma variedade é chamada
uma estrutura C* na variedade.

14.1.5 Uma variedade topolégica munida de uma estrutura C* é chamada
uma variedade CF.

14.2 (i) Se substituirmos a condicdo C* para as funcoes de transicao por C* a
variedade é dita suave.

(ii) Se substituirmos a condicdo C*¥ das funcdes de transicdo pela condicio de
serem reais analiticas a variedade ¢é dita real analitica.

(iii) Se substituirmos R™ por C" e a condicdo C* das funcdes de transicio pela
condicao das fungoes serem complexas analiticas a variedade dita complexa
analitica.

(iv) Uma variedade de dimensdo infinita é obtida substituindo-se R™ por um
espaco de Banach.
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14.3 Um exemplo instrutivo de variedade diferencidvel é dado pelo espaco de
configuracoes 52 de um péndulo esférico.

14.4 (i) Sejam duas variedades M e M’ suaves e o produto delas M x M’
enquanto espagos topoldgicos.

(ii) Dados os atlas {¢a : Uy = Vala€e Ay em M e {y), :U., = V!,|o/ € A’}
em M’ as fungoes

Pa X @by :Uax UL, = Vo x V2, (2, 2" )= (0o (), 0 (7)) (€ Ao € A)

sdo cartas em M x M’ e formam um atlas.
(iii) M x M’ munido da classe de equivaléncia desse atlas é uma variedade
suave, chamada variedade produto de M por M’.

14.5 Um grupo de Lie é um grupo G que é também uma variedade real
suave de dimensdo finita tal que : G x G : (x,y) — xy~! é diferencidvel na
variedade produto G x G.
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